Danube Mathematical Competition

Calarasi, 2 noiembrie 2013

Problema 1. Determinati numerele naturale n > 2 pentru care exista =1, s, ..., x, € R*

astfel Incat . ) )
I1—|—l’2++$n:—+—++—:0
T X2 Tn

Problema 2. Se considera 64 numere naturale distincte, cel mult egale cu 2012. Aratati
ca se pot alege patru numere dintre acestea, notate a, b, ¢, d, astfel incat a +b —c— d sa
fie multiplu de 2013.

Problema 3. Determinati numerele naturale m, n astfel incat 85™ — n* = 4.

Problema 4. Se considera dreptunghiul ABC'D, cu AB # BC, cu centrul in punctul
O. Perpendiculara in O pe dreapta BD intersecteaza dreptele AB si BC' in punctele
E, respectiv F. Punctele M si N sunt mijloacele segmentelor [C'D], respectiv [AD].
Demonstrati ca F'M 1 EN.
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Solutie. Fie M multimea numerelor naturale n cu proprietatea din enunt,.
Se observa ca 2p € M, pentru orice p > 1, relatiile verificandu-se, de exemplu, pentru

T1=Tg=..=xp =181 2,1 :a:pH:...a:QpT—li X
In plus, dacin € M si 1 4+29+...4+ 2, = —+—~+...4 — = 0, considerand z,,,; = 1
T i) T
Si Tpio = —1, atunci n + 2 € M, deoarece
1 1 1 1 1
rnt+re+..+r, 2+ =—+—+...+—+ + = 0.
1 T2 Tn  Tptl T2

Ramaéane agadar sa aflam care este cel mai mic numar impar care apartine lui M.

Presupunand 3 € M, atunci exista x1, 2y, x3 € R* astfel incat 1 + 2o + 3 = — +
T
1 1
— + — = 0. Se obtine x? + 175 + 22 = 0, relatie care are loc doar dacd r; = x3 = 0,
i) I3
contradictie. Ca urmare, 3 ¢ M.
Vom cauta un exemplu pentru a arata ca 5 € M. Considerand 1 = 25, = 23 = —1,
3++5

rezultd x4 + x5 = 3 si 425 = 1, cu solutiile x4 5 = .

2
In concluzie, M = N\ {0,1,3} .

Problema 2. Se considera 64 numere naturale distincte, cel mult egale cu 2012. Aratati
ca se pot alege patru numere dintre acestea, notate a, b, ¢, d, astfel incat a +b —c — d sa
fie multiplu de 2013.

Solutie. Numaérul perechilor (a,b), cu a < b, care se pot forma cu cele 64 de numere
este 2016; ele genereaza 2016 sume a + b care dau 2016 resturi la impartirea cu 2013.

Ca urmare, exista doud perechi diferite (a,b) si (¢, d) cu proprietatea cd a + b gi ¢+ d
dau acelagi rest la impartirea cu 2013, deci 2013 | (a +b) — (¢ +d).

In plus, cele doud perechi au ambele componente diferite, deoarece, presupunand, spre
exemplu, a = ¢, atunci 2013 | b — d, si, cum |b — d| < 2012, rezultd b = d.

Problema 3. Determinati numerele naturale m,n astfel incat 85™ — n* = 4.

Solutie. 85™ = (n?—2n+2)(n?+2n+2); n este impar; (n? —2n+2, n>+2n+2) = 1;
n = 1 nu convine, in rest nu se poate ca n? — 2n + 2 = 1, deci n?> — 2n + 2 = 5™,
n?42n+2=17T"



Atunci (n—1)2 =5"—1, (n+1)? = 17™ —1; dar pentru m > 1 intre 5™ — 1 i 17" — 1
sunt multe patrate (9™ gi 16™), deci m =1, n = 3.

Problema 4. Se considera dreptunghiul ABC'D, cu AB # BC, cu centrul in punctul
O. Perpendiculara in O pe dreapta BD intersecteaza dreptele AB si BC in punctele
E, respectiv F. Punctele M si N sunt mijloacele segmentelor [C'D], respectiv [AD].
Demonstrati ca FM 1L EN.

Solutie. Notdm cu P mijlocul segmentului [BC| si cu @ intersectia dreptelor EFO
si CD. Cum [PM] este linie mijlocie in triunghiul BCD, rezultd c& PM || BD si
0OQ 1 BD.deci QF L PM. Deoarece PC 1 M), rezulta ca punctul F' este ortocen-
trul triunghiului M P@, de unde se obtine PQ) L MF. (1)

Pe de alta parte, patrulaterul ENQP este paralelogram, deci PQ || EN. (2)

Din relatiile (1) si (2) obtinem FM L EN.



