Danube Mathematical Competition, Calarasi, 2007

Problema 1

Fie n > 2 un numar natural si S, multimea permutarilor pe {1,2,...,n}. Pentru
o € S, definim [(0) = l<rgin ) lo(i+ 1) — o(7)]. Sa se determine max (o).
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Solutie. Deoarece [%} este In imaginea lui o, rezulta ca
n+ 1]
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Un exemplu care realizeaza [5] este dat de permutarea
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Observatie. Daca luam in considerare gi |o(n) — o(1)|, valoarea cautata este {Tl :

Problema 2

Fie ABC' D un patrulater inscriptibil, £ mijlocul diagonalei BD si Cy, Cs, C3, C4 cercurile
circumscrise triunghiurilor AEB, BEC, CED, respectiv DEA. Sa se arate ca, daca C4
este tangent la dreapta C'D, atunci Cy, Cs, C3 sunt respectiv tangente la dreptele BC, AB,
AD.

Solutie. Din ipoteza rezulta /DAE = /CDFE = ZCAB, de unde /BAFE = ZCAD =
ZCBD, deci Cy este tangent la BC'.

. . AD DE BE AD  AC

In plus, ADAE ~ ACAB, deci 1C - BC - BO de unde BE - BO Aceasta,
impreuna cu ZCAD = /EBC, arata ca ADAC ~ AEBC, deci /ZECB = Z/DCA =
ZDBA, adica AB este tangenta la Cs.

In sfarsit, din Cy tangent la BC' rezulta, ca la inceputul solutiei, C3 tangent la AD.




Problema 3

Pentru fiecare n € N* definim f(n) ca fiind exponentul factorului prim 2 in descom-
punerea in factori primi a lui n!. Sa se arate ca, pentru orice a € N*, ecuatian— f(n) = a
are o infinitate de solutii.

: L n
Solutie. Se stie ca f(n) = Z [E} (Legendre). Pentrun =2*—1, avem n— f(n) = a.
i>1
Apoi, dacd n — f(n) = a si 2F < n < 21 rezultd imediat si ca (n +2%) — f(n+2%) = a,
ceea ce permite constructia unei familii infinite de solutii.

Problema 4

Fie a si n doi intregi pozitivi, cu a > (n — 1)!. Sa se arate ca exista numerele prime
distincte py, pa, ..., pn astfel incat p; | a +1i,Vi=1,2,...,n.

Solutie. Daca a + 1 are cel mult n — 1 factori primi distincti, atunci are descompunerea
in factori primi p'---p$, cu 1 < s < n. Fie ¢; = pjj. Deoarece numerele ¢, ..., qs
sunt distincte si q; -+ - ¢s > (n — 1)!, rezulta ca macar unul dintre ele, g,, este cel putin n.
Asociem lui a + ¢ acest p,.

Aratam ca numerele prime obtinute in acest mod sunt distincte. Tntr—adevér, daca
numerele asociate astfel lui a+i gi a+1' ar fi egale, atunci min{g,, ¢.} ar divide |i —7'| < n,
in contradictie cu g, > n,q. > n.

Pentru numerele a + ¢ care au cel putin n factori primi distincti, putem alege un factor
distinct de factorii deja alesi.



